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ONDES
Partie I
CCP PC 2009
I-1) En admettant que le module de ﬁ(xo,t) est 7, o f(XO,E) -
ona F, :Tsin(oc(xo,t)). Y <-_<:/_’Y_ o (x,, 7)
Comme I’angle o.(x,,?) est trés petit devant un ,on 4 h(x, 1) x
peut faire le développement de Taylor au premier ordre T Xo >
sin(a(xo, t)) =a(xy, 1) +....
Onaalors F,(x,,¢)=T a(x,,1).
Mais on peut faire aussi le développement tan(oc(xo, t)) = oc(xo, t)+... avec
Oh(x,t Oh(x,t
tan (o (x,, 7)) :%xw . reste donc |F, (x,,) = T%xw

I-2) On se place dans le référentiel lié¢ au sol.

Le systéme mobile est un élément de corde de longueur dx compris entre les sections
0*h(x,1)
ot’

11 subit les forces F (x+dx, t) et — F(x,t). On néglige les forces de pesanteur, de raideur.
Le fil est inextensible.

d’abscisses x et x + dx posséde une masse dm = [ dx et une accélération a (x, t) = ey.

La loi de Newton appliquée dans le référentiel li¢ au sol qui est galiléen s’écrit donc
dma(x,t)= I?(x+dx, t)—f(x, t) soit, en projection sur e,

0*h(x,1)
ot’
Avec I’expression de la question précédente, il vient

2
dx 0 h()zc, t) _7 6h(x+dx, t) _p Gh(x, t) .
ot ox Ox
On fait un développement de Taylor au premier ordre :
oh (x +dx, t) _ 8h(x, t) N 0*h (x +2dx, t) e
ox ox ox

. ) ) ) 82h(x,t)_ Gzh(x,t) ) 82h(x,t) 162h(x,t)
Apres simplification, il reste p ¥ =T P soit PR Ry

C’est une équation de d’Alembert de célérité |c =+/T /p |.

udx :Ev(x+dx,t)—Ev(x, t).

+....

=0

I-3) En un point M, de la corde différent de 4 ou B et de masse nulle, la loi de Newton

s’écrit Fo (xp,7)+ ﬁ(xo, 1) =0 ou Fg (x,,1) est la force exercée par la partie gauche de la corde

en M, sur la partie droite. En projection sur e,, on obtient Fy (x,t)==F, (x,1) avec
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Py (xpo) =~ tim P50 o ()= 1im P 60 en deauit tim PO _ iy 1)
Gy \ 0 XX, X y\70 XX, X XX, X XX, Ox

Gh(x, t)

Oox

la fonction est continue pour tout x € ]x s xB[ .

I-4) La solution proposée 4 (x, t) =7 sin(lcx + <D)cos((ot) doit vérifier 1’équation de
d’Alembert d’ou —k°Z sin (kx + <D) coS (oat) —iz(—(oz ) Z sin (kx + @) cos(c)t) =0.
c
On en déduit & = w*/c? puis en prenant o et k positifs.
I-5) La solution doit vérifier les conditions aux limites 4(x=0,7)=0 et h(x=2L,1)=0.

On a donc h(x=0,¢)=Zsin(P)cos(wt)=0. On peut prendre ®=0. (On peut prendre
® =7, cela revient a changer le signe de Z.)

Alors h(x=2L,t)=Zsin(2kL)cos(ot)=0 entraine 2k, L=nn d’ou |k, =nn/2L| puis
o, =nnc/2L|. On en déduit enfin | f, =nc/4L |

[-6) Comme £k, :=2n/A, par définition, les longueurs d’onde vérifient la relation

A, =4L/n| On peut alors remplir le tableau :

k allure de la corde nombre | nombre
de nceuds | de ventres

ky 2 1

ka 3 2

ks 4 3

ks 5 4

onY onY
I_7) AVCC l’eXpreSSion e(x, t) — E (_j + CZ (_j 5 on Obtient pour le mOde
2|\ ot Ox
fondamental :

e(x,1)= %[(—le sin(l\‘flx)sin(oalt))2 +c? (/’c1 Z cos(kx) cos(mlt))z}

= %Zz [0312 sin’ (kx)sin’ (o,7)+ ¢’k cos® (k,x)cos’ (colt)]

:%szlz[sinz(klx)sinz(O)It)+cosz(k]x)cosz(mlt)] d’aprés la relation de

dispersion.
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En valeur moyenne temporelle, il vient <el>:%22®12 [sin2 (klx)%+cos2 (klx)%} d’ou

T ouct .,
€)=""""5

16 L
I-8) On constate que cette énergie moyenne par unité¢ de longueur est uniforme. L’énergie

—

1 . :
<el> = Z},m)lzZ2 . Avec I’expression de ®;, on obtient

2 2
moyenne totale de la corde est donc <E1> = 2L<e1> soit <E1> = %M%Z 2.
. . T, ,
Avec I’expression de c, il reste <El> = ?ZZ .
AN. z=1 SLUA) 1 B0 _ 2,8 cm.

T T T 100
On a Z/2L = 1,4x10* soit 1,4% : I’approximation des petits déplacements est bien vérifiée.
Partie 11

II-1) La masse située au milieu de la corde limitera le mouvement de la corde et aura plus
d’effet sur les modes ayant un ventre en ce point que ceux ayant un nceud. D’apres la question I-6,
on peut donc prévoir que les modes de rang impair seront les plus perturbés.

I1-2) On se place dans le référentiel lié¢ au sol.
Le systéme mobile est la particule de masse m est soumise Fa (L t) Fol(L t)
a la force exercée par la partie gauche de la corde et Faq (L, t) a

celle exercée par la partie droite Fo (L, t) car on néglige les effets { h(x, 1) m
de la pesanteur.

Comme il n’y a pas de discontinuité temporelle de la fonction /4, I’accélération de la
2

particule est a= %(L, t) ;y .

En projection sur e, , la deuxiéme loi de Newton s’écrit

0*h Oh . oh, _
m—s (L, t)=T§(L ,t)—Ta(L 1)\
11-3) Pour x <L, on a h(x,t)=Zsin(Kx)cos(wt). Cette fonction vérifie la condition aux

oh

limites h(x=20,7)=0. Elle conduit a . (x, t) =ZK cos(Kx) cos(a)t) d’ou
X

a—h(L’, t) =7 Kcos(KL)cos(oat) .

Oox

Pour x> L, la fonction s’écrit (x,1)=Z sin(K(2L —x)) cos(ot). Cette fonction vérifie la

condition aux limites A(x = 2L, ) = 0. Elle conduit a ?(x, t) =—Z Kcos(K(2L —x))cos(oat) d’ou
X

—(L, t) =—Z K cos(KL)cos(ot).
La condition aux limites en x = L s’écrit alors a
—mo’ Zsin(KL)cos(wt)=-2Z KT cos(KL)cos(wt).
Elle est bien vérifiée quel que soit ¢ et devient me’ sin(KL)=2KT cos(KL) qui doit étre

vérifiée pour sin(KL) # 0 (ce qui donnerait la solution K = 0 de peu d’intérét). On en déduit
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cos(KL)

2
ma@®

cotan (KL ) =

sin(KL) 2KT |

1-4) La courbe demandée est tracée ci-contre :

Si m=0, [D’équation devient cotan(KL)=0 soit

K,L :§+ nm d’ou K, :(2n+1)%. On retrouve les modes de

rang impair trouvés a la question I-5. En particulier, le mode

fondamental est |K, = R
2L
I1-5) Avec K=k +pm, on  peut écrire
cotan (KL) = cotan (le + BmL) = cotan(n /2+ BmL) d’apres

I’expression de k.
. T : \
Le développement cotan (5 + 8] =—¢ conduit alors a

cotan (KL) =—BmL.

La relation de quantification devient —fmL =

cotan(x)

2n

3n

cos(KL) _ mc* K> _ mc’

sin(KL)
compte de la relation de dispersion.
2 2
c nc
Comme K >> Bm, il reste f=— k, soit |p=—
1>>P b= hsot P=—p

2KT 2T

. On a donc K; < k.

(k,+PBm) en tenant

I1-6) Par définition, f = @ avec ici o = ck donc f= i La dérivée logarithmique s’écrit

2n 2n
2
izﬁ d’ou ng—k 11 vient donc ﬁz_ﬂf?
f ok ik b2 ATL'wt
. A
Comme ¢ =+/T/u , on peut écrire gz— mT soit _f:_i
h 2TLp h 2Lp
AN. m=2rp/ 2 4L 8(1)(107)" ;‘ 0,8 mg.
T/ V100
Partie 111
1-1) La relation 11-6 peut s’écrire N
2
Af =" 1=—if—1 d’apres 1’expression de f;. On Avax | ==~ -
2Lp 2Lp c/4L
obtient Af = ——mf—‘z. En posant p = p,S et ¢ = ¢, pour le quartz Il Af
uoc ! ! ’ Ayax /‘/5 :

. 2m 7| . Y :

on obtient |Af = ———=—| qui est bien I’équation de Sauerbrey. li
pqS cq I|| IIL
I

En notant Af la largeur en fréquence a A,/ V2 mi- ;_f : x ;
hauteur de la courbe de résonance de 1I’amplitude 4, on a la | ——
définition du facteur de qualit¢ Q= f /Af qui conduit a fi
Af = f10]

AN. Af =(5x10°)/(2x10°) =2,5 Hz
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IT1-2) Si I’on estime la variation minimale de fréquence observable a Af, 1’équation de

2 c

Sauerbrey conduit a 2m f > I soit| 2 "—pq
p,Sc, O S 20
(3340)(2650)(0,1x10™)

2(5x10°)(2x10°)

AN. m>

=4,4x10""% kg soit my = 4,4x10~° ng.

Partie IV
Mines-Ponts PC 2007 (court extrait)
IV-1) On se place dans le référentiel li¢ au sol.
Le systéme mobile est 1’élément de longueur dy compris entre y et F ( y)

vy + dy est soumis aux forces de tension FB( yv+ dy) de la part du bas de la E m
_. _ B
corde, F;, (y) de la part du haut et a son poids dm g . ¢
— — - = d 2L | 5
La condition d’équilibre s’écrit F, (y +dy) + F, (y) +dm g=0. g $I g
En projection sur e, il reste T(y+dy)—T(y)+dm g =0. FB(y+dy)
dT
Avec T(y+dy)=T(y)+ﬁdy+...,ilreste A

dy

dT(y)

——dy+pdy g=0.
dy

On en déduit di’—(y) =—W g qui s’intégre en T(y) =—ugy+A4.
'y

Puisque I’extrémité en A est libre, on a la condition limite 7T ( y =2L) =0. On en déduit

A=pg2L d’ou finalement T(y) = ug(2L—y) .

IV-2) Lorsque la corde vibre transversalement avec une
amplitude h(x,t), I’accélération du centre d’inertie de la tranche de

82h(y,t) - B
ot

longueur dy est Zz(y, t) =

|

&
<>
_—— -

La deuxiéme loi de Newton s’écrit donc g _( )
Ph(v,t) - — _ - P\
Mdy%ex:FB(y+dy)+FH(y)+dmg ! i
~ A oy +dy, 1)
soit, en projection sur ey,
O*h(y,t : :
udy%:T(yjtdy)sm(a(yjtdy, t))—T(y)sm(oc(y, t))

L’angle a(y, t) reste petit, on peut faire le développement limité sin (oc( v, t)) = oc( v, t) +...
Le développement de Taylor de la fonction T’ ( y+ dy) o ( yv+dy, t) conduit a
Fh(y.1) o

MdyTza(T(y)a(y,t))dy.
. Oh(p,t oT (y oo(y, t
soit u O 3 T ) 2200)
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Comme T(y)=pg(2L—-y) et a(y,r)=tan(a(y,1))= Gh(ay, ‘) , il vient

v

*h(y,1) oh(y,1) h(y,1)
i O N ALY 2 —
h—3 he— +ug(2L-y) e
_|0%h(y,t Oh(y,t O*h(y,t
soit 8(t2 ) =-g (8y ) +g(2L —y)—ag}2 ) .

IV-3) Si on rajoute la force de frottement (qui est portée par ;x) dans la deuxiéme loi de
Newton, on obtient, apres simplification par dy,

O*h(y,t) o, oh 8h(y,t)+

82h(y, t)
20— )21
o w o oy (2L=y) P

IV-4) Au voisinage du point de fixation, on peut négliger y devant 2L donc 1’équation

Oh(y,t o, oh  Oh(y,t O*h(y,t
(—Z)=——f——g—(y )+2Lg—(f )-
ot n ot oy oy

devient

C’est une équation linéaire, on peut chercher la solution sous forme d’une représentation
complexe h(y,t)=h, exp(j(cot - ky))
o,
On obtient -—’h(y,t)=——L joh(y,t)+g jkh(y.t)-2Lg k> h(y,t) soit, apres
1)

. . . 2 af . . 2
simplification, ®” = T jo—g jk+2Lg k"

o .
k est purement réel si — o —g k=0 soit o,y =Hg k .
u ®
. , e . . . U 2 2 . k 1
Alors, la partie réelle de 1’équation de dispersion conduit & ®° = 2Lg k~ soit — = N
® g
en prenant k positif.

En reportant, on obtient o ,, = ! soit|a ., = Jé

p ) o = Hg \/E fo=H 2L
IV-5) Par définition, la vitesse de phase est v, =2 s af= oy, on a |V, =+/2Lg|d’apres la

question précédente.

Si I’on pose |c =+/2Lg|, on peut écrire ® = ck. Or, par définition, la vitesse de groupe est

Vs :d—(lf. On trouve donc |v; =v, =c =+/2Lg |

Ve et vg ne dépendent pas de o : il n’y a pas dispersion.
IV-6) Si l'on néglige le terme de frottement, la relation de dispersion devient
o' =2Lgk’ g jk .

Avec k =k, + jk, , on obtient o’ =2Lg (k” —k,’ +2jkk,)—g j(k + jk,) soit

o =2Lg (k’ —k,” )+ gk, + jgk, (4Lk,~1) .

Cette équation n’est vérifiée que si |k, =1/4L | (car k; # 0 pour avoir un terme progressif).
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En grandeur réel, la solution s’écrit h(y, t) = Re(ﬁo exp(j((ot —(k1 +jk2)y))) soit

h(y,t)=he™ cos(ot —ky+¢,). Comme k, est positif, h(y, ) augmente quand y augmente, c’est-
a- dire dans le sens de la propagation.

Cette amplification permet de compenser un éventuel frottement. Une propagation sans
atténuation est donc possible dans ce cas, comme vu a la question IV-4.

IV-7)  Avec cette valeur de k, il reste o' =2Lg (kl2 -k’ ) + gk,

:2Lg(k12—(1/4L)2)+g/4L — 2Igk? —(g/8L)+g/4L = 2Lgk’+g/8L . On  posant
2 2 2 2
o, :giL, on peut écrire |k, :% ou encore |k’ :u
g C

On a k réel (c’est-a-dire une onde progressive) seulement si ® > my: la corde se comporte
comme un filtre passe-haut pour les ondes progressives.

IV-8) En différentiant la relation de dispersion, on obtient 202 kidki = 20do. On en déduit

do k |
=— =c’~L =c¢’—. il vient donc |v v, =¢"|
dk, () Yy

Va
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